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RepresentaRepresentaçção Espectralão Espectral
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Por questão de simplicidadePor questão de simplicidade

Iniciaremos nossa investigaIniciaremos nossa investigaçção em 1D, ão em 1D, 
utilizando uma linha individual da imagem.utilizando uma linha individual da imagem.

Depois, faremos a extensão para 2D.Depois, faremos a extensão para 2D.
Comecemos tomando o perfil de intensidades Comecemos tomando o perfil de intensidades 

sobre uma linha de varredura horizontal de sobre uma linha de varredura horizontal de 
uma image monocromuma image monocromáática.tica.
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RepresentaRepresentaçção Espectralão Espectral

Ou seja:Ou seja:
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RepresentaRepresentaçção Espectralão Espectral
•• Procuraremos uma representaProcuraremos uma representaçção ão 

para as intensidades, descritas para as intensidades, descritas 
pelo perfil, que nos revele pelo perfil, que nos revele 
informainformaçções ainda não evidentesões ainda não evidentes

•• O perfil pode ser visto como uma O perfil pode ser visto como uma 
funfunççãoão, que mapeia intensidades , que mapeia intensidades 
em pontos do em pontos do domdomíínionio ((suporte da suporte da 
linha da imagem linha da imagem retareta))

Função dada Nova representação
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RepresentaRepresentaçção Espectralão Espectral
•• Ou seja, o perfil de intensidades Ou seja, o perfil de intensidades éé uma funuma funççãoão
•• Vamos procurar representaVamos procurar representaçções que revelem informaões que revelem informaçções ões 

de resolude resoluçção e periodicidades associadas a essa funão e periodicidades associadas a essa funççãoão
•• Discutamos um pouco sobre representaDiscutamos um pouco sobre representaçção de funão de funççõesões
•• FunFunçções conhecidas têm nomes : seno, coões conhecidas têm nomes : seno, co--seno, seno, 

exponencial, logaritmica, hiperbexponencial, logaritmica, hiperbóólicas, gama, zeta de licas, gama, zeta de 
Riemann, etc...Riemann, etc...

•• FunFunçções arbitrões arbitráárias não têm nome, mas são aquelas que rias não têm nome, mas são aquelas que 
aparecem na naturezaaparecem na natureza

•• FunFunçções conhecidas são modelos, com regras de ões conhecidas são modelos, com regras de 
construconstruçção conhecidasão conhecidas
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RepresentaRepresentaçção de Funão de Funççõesões

Funções conhecidas

Funções arbitrárias

y = x2 y = A*sin(ωx)

Fornecidas Fornecidas 
pelos nomespelos nomes

Fornecidas Fornecidas 
por tabelaspor tabelas
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Funções arbitrárias
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RepresentaRepresentaçção de Funão de Funççõesões

•• FunFunçções conhecidasões conhecidas podem ser especificadas de modo podem ser especificadas de modo 
bastante sumbastante sumááriorio

Poucos dados precisam ser fornecidos
Os demais são calculados a partir das especificações da 
função
São especificadas por um pequeno conjunto de parâmetros

•• FunFunçções arbitrões arbitrááriasrias precisam ser descritas precisam ser descritas ponto a pontoponto a ponto
•• Como obter uma nova representaComo obter uma nova representaçção de funão de funçções ões 

arbitrarbitráárias atravrias atravéés de funs de funçções conhecidas ?ões conhecidas ?
–– Resposta: conhecendoResposta: conhecendo--se melhor o conjunto que contse melhor o conjunto que contéém todas m todas 

as funas funçções arbitrões arbitráárias e as conhecidasrias e as conhecidas
–– EstudandoEstudando--se suas propriedades estruturais se suas propriedades estruturais estrutura estrutura 

algalgéébricabrica
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RepresentaRepresentaçção de Funão de Funççõesões

•• InteressaInteressa--nos modelar o conjunto das funnos modelar o conjunto das funçções que ões que 
traduzem os perfis de intensidadestraduzem os perfis de intensidades
–– Os perfis são funOs perfis são funçções arbitrões arbitráárias, porrias, poréém bem comportadasm bem comportadas

Seus valores são limitados, não divergem em nenhum ponto
Qualquer soma finita dessas funções continuará a ser limitada 
ainda
Também o será seu  produto por uma constante (escalar) finita

•• Consideremos os perfis de intensidades como funConsideremos os perfis de intensidades como funçções ões 
contcontíínuasnuas, por ora, por ora

•• Munido da estrutura  de ser fechado sob a Munido da estrutura  de ser fechado sob a adiadiçção de ão de 
dois elementosdois elementos e sob a e sob a multiplicamultiplicaçção por um escalarão por um escalar, o , o 
conjunto dos perfis apresenta a conjunto dos perfis apresenta a estrutra de                estrutra de                
espaespaçço vetorialo vetorial
–– Podemos portanto, aproveitar o que conhecemos dessa Podemos portanto, aproveitar o que conhecemos dessa 

estrutura algestrutura algéébrica, para auxiliar na contrubrica, para auxiliar na contruçção de nova ão de nova 
representarepresentaçção desejadaão desejada
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RepresentaRepresentaçção de Funão de Funççõesões

•• SituaSituaçção anão anááloga: loga: 
RepresentaRepresentaçção de ão de 
Vetores (geomVetores (geoméétricos)tricos)
–– Como obter uma Como obter uma 

representarepresentaçção de vetores ão de vetores 
arbitrarbitráários atravrios atravéés de s de 
vetores conhecidos ?vetores conhecidos ?

–– Resposta:Resposta:
Através da 
decomposição do 
vetor arbitrário em um 
conjunto de vetores 
unitários ortogonais

» Base ortonormal
» No de vetores da 

base = dimensão

x1

x2

x3

e1 e2

e3

V

V2 = v2 e2
V1 = v1 e1

V3 = v3 e3

Componentes do vetor V = Σk ( vk ek )

vetores da basecoordenadas
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Gráfico das coordenadas (espectro)

RepresentaRepresentaçção de ão de 
FunFunççõesões

f(x) = Σk ( Fk e –j kω x )

vetores da basecoordenadas
Componentes da função

Função dada (perfil)
f1(x) = F1 e –j 1ω x

Esta é uma das componentes

As componentes dessa representação 
são  números complexos
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RepresentaRepresentaçção de Funão de Funççõesões

•• Analisando mais detalhadamente:Analisando mais detalhadamente:
–– O conjunto dos perfis de intensidades (funO conjunto dos perfis de intensidades (funçções ões 

contcontíínuas limitadas) constitui um espanuas limitadas) constitui um espaçço vetorial o vetorial 
(sobre o corpo complexo)(sobre o corpo complexo)

–– Pode ser representado atravPode ser representado atravéés da decomposis da decomposiçção ão 
em uma baseem uma base

–– O espaO espaçço vetorial acima o vetorial acima éé normado e podemos normado e podemos 
definir um produto internodefinir um produto interno

–– Os coeficientes da decomposiOs coeficientes da decomposiçção na base ão na base 
poderão ser obtidos atravpoderão ser obtidos atravéés desse produto s desse produto 
internointerno
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RepresentaRepresentaçção de Funão de Funççõesões

•• No caso dos vetores (geomNo caso dos vetores (geoméétricos):tricos):

x1

V

x2

e1

V1

V1 = v1 e1

V1 = v1 e1

componente

coordenada
(coeficiente)

vetor da base

v1 =  V . e1

Produto
escalar
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RepresentaRepresentaçção de Funão de Funççõesões

•• Produto escalar = produto internoProduto escalar = produto interno

x1

V

x2

e1

V1

V1 = v1 e1

v1 =  V . e1

V . U = Σ vi ui

Regra do produto escalar de
dois vetores:

coordenada

componente
A componente é a projeção de um vetor na direção
do outro
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RepresentaRepresentaçção de Funão de Funççõesões

•• Os vetores que formam a baseOs vetores que formam a base
–– São nãoSão não--nulosnulos
–– Têm mTêm móódulo unitdulo unitáário (versores)rio (versores)
–– Formam um conjunto linearmente independenteFormam um conjunto linearmente independente

São ortogonais (ortonormais módulo unitário)

A quantidade de versores requeridos para formar a 
base é igual à dimensão do espaço a ser gerado 
por ela

ei . ej = δi j
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RepresentaRepresentaçção de Funão de Funççõesões

•• No caso do espaNo caso do espaçço de funo de funççõesões
–– ÉÉ um espaum espaçço de dimensão infinitao de dimensão infinita
–– O nO núúmero de funmero de funçções na base serões na base seráá infinito infinito 

tambtambéémm
–– As funAs funçções e(x) da base são tais queões e(x) da base são tais que

–– As funAs funçções trigonomões trigonoméétricas sen(mtricas sen(mωω00x) e x) e 
cos(ncos(nωω00x), m,n = 1,2,.....  podem constituir uma x), m,n = 1,2,.....  podem constituir uma 
base para o espabase para o espaçço das funo das funççõesões

ei (x) . ej (x) = δij
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RepresentaRepresentaçção de Funão de Funççõesões

–– As funAs funçções trigonomões trigonoméétricas sen(mtricas sen(mωω00x) e x) e 
cos(ncos(nωω00x), m,n = 1,2,.....  podem constituir uma x), m,n = 1,2,.....  podem constituir uma 
base para o espabase para o espaçço das funo das funççõesões

–– Consideremos apenas funConsideremos apenas funçções periões perióódicas, por dicas, por 
enquanto:enquanto:

Nesse caso, ω0 = 2π / T , sendo T o período da 
função a ser representada
Exemplo:
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T
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ExercExercíício (para casa)cio (para casa)

•• Demonstre queDemonstre que

sendo:sendo:

para (a,b) = (0,T) em que T para (a,b) = (0,T) em que T éé o pero perííodoodo
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RepresentaRepresentaçção de Funão de Funççõesões

•• De fato:De fato:
–– As funAs funçções trigonomões trigonoméétricas sen(mtricas sen(mωωx) e x) e 

cos(ncos(nωωx), m,n = 1,2,.....  formam um x), m,n = 1,2,.....  formam um conjunto conjunto 
linearmente independente e ortonormallinearmente independente e ortonormal e podem e podem 
constituir uma constituir uma basebase para o espapara o espaçço das funo das funçções ões 
com a seguinte com a seguinte regra de produto internoregra de produto interno::

sendo o persendo o perííodoodo
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SSéérie de Fourierrie de Fourier

•• ÉÉ utilizada para representar funutilizada para representar funçções periões perióódicasdicas
•• Sua forma Sua forma éé::

•• Os coeficientes Ak e Bk são calculados pelo Os coeficientes Ak e Bk são calculados pelo 
produto interno da funproduto interno da funçção f(x) a ser ão f(x) a ser 
representada, e cada componente da base, representada, e cada componente da base, 
cos(kcos(kωω00x) e sin(kx) e sin(kωω00x), respectivamentex), respectivamente
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SSéérie de Fourierrie de Fourier

•• O coeficiente A0 O coeficiente A0 éé proporcional ao valor mproporcional ao valor méédio dio 
da funda funçção no seu perão no seu perííodo T odo T 

•• Note que estamos ainda considerando f(x) Note que estamos ainda considerando f(x) 
periperióódica. dica. 
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RepresentaRepresentaçção complexaão complexa

•• A sA séérie de Fourier pode ser representada rie de Fourier pode ser representada 
por uma spor uma séérie de exponenciais complexas, rie de exponenciais complexas, 
lanlanççandoando--se mão das relase mão das relaçções de Euler:ões de Euler:
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RepresentaRepresentaçção complexaão complexa

•• A somatA somatóória da expressão da sria da expressão da séérie rie 
trigonomtrigonoméétrica de Fourier pode ser retrica de Fourier pode ser re--
escritoescrito

•• Ou, aindaOu, ainda
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RepresentaRepresentaçção complexaão complexa

•• DefinindoDefinindo--sese

•• vem:vem:

•• ou,ainda:ou,ainda:
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RepresentaRepresentaçção complexaão complexa

•• Resulta, então, a forma complexa da sResulta, então, a forma complexa da séérie rie 
de Fourier:de Fourier:

•• DeduzDeduz--se facilmente que:se facilmente que:

•• ExercExercíício: deduza a expressão de Ccio: deduza a expressão de Ckk


