IME — Universidade de Sao Paulo
Instituto de Matematica e Estatistica

Introdugao a Visao
Computacional e ao
Processamento de Imagens

Joédo Kogler
Roberto Hirata

©2007/2008 - J Kogler & R Hirata

Representacao Espectral
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Iniciaremos nossa investigacéo em 1D,
utilizando uma linha individual da imagem.

Depois, faremos a extenséo para 2D.

Comecemos tomando o perfil de intensidades
sobre uma linha de varredura horizontal de
uma image monocromatica.

©2007/2008 - J Kogler & R Hirata

L
100 150 ©2007/2008 - J Kogler & R Hirata




* Procuraremos uma representacéo
para as intensidades, descritas
pelo perfil, que nos revele
informacdes ainda ndo evidentes

« O perfil pode ser visto como uma
fungao, que mapeia intensidades
em pontos do dominio (suporte da
linha da imagem - reta)

Nova representagéo
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Ou seja, o perfil de intensidades é uma fungéo

Vamos procurar representagdes que revelem informagdes
de resolugéo e periodicidades associadas a essa fungao

Discutamos um pouco sobre representagao de fungdes
Fungdes conhecidas tém nomes : seno, co-seno,
exponencial, logaritmica, hiperbdlicas, gama, zeta de
Riemann, etc...

Fungdes arbitrarias ndo tém nome, mas séo aquelas que
aparecem na natureza

Fungdes conhecidas sédo modelos, com regras de
construgédo conhecidas
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Representag¢ao de Fungdes

Fungdes conhecidas

y=x2 y = A*sin(ox)
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Funcgdes arbitrarias
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Representagédo de Fungdes

podem ser especificadas de modo

bastante sumario

= Poucos dados precisam ser fornecidos

= Os demais s@o calculados a partir das especificagdes da

fungao
= Sao especificadas por um pequeno conjunto de parametros
precisam ser descritas ponto a ponto
« Como obter uma nova representagao de fungdes

arbitrarias através de fungdes conhecidas ?

— Resposta: conhecendo-se melhor o conjunto que contém todas
as fungdes arbitrarias e as conhecidas

— Estudando-se suas propriedades estruturais - estrutura
algébrica
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Representacédo de Fungdes

« Interessa-nos modelar o conjunto das fungdes que
traduzem os perfis de intensidades
— Os perfis sé@o fungdes arbitrarias, porém bem comportadas
= Seus valores sao limitados, ndo divergem em nenhum ponto

= Qualquer soma finita dessas fungoes continuara a ser limitada
ainda

= Também o sera seu produto por uma constante (escalar) finita
« Consideremos os perfis de intensidades como fungdes
continuas, por ora
* Munido da estrutura de ser fechado sob a adicdo de
dois elementos e sob a multiplicacéo por um escalar, o
conjunto dos perfis apresenta a estrutra de
espagco vetorial
— Podemos portanto, aproveitar o que conhecemos dessa
estrutura algébrica, para auxiliar na contrugdo de nova
representacao desejada
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Representagao de Fungdes

« Situagéo analoga:

— Como obter uma
representagao de vetores
arbitrarios através de
vetores conhecidos ?

— Resposta:

X, = Através da
decomposigéo do
vetor arbitrario em um
conjunto de vetores

Componentes do vetor = Zk ( Vi €y ) unitarios ortogonais

T »

Va=vy iV,=v,e,

X1

» Base ortonormal

» N° de vetores da
base = dimensao

coordenadas vetores da base
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As componentes dessa representagao
sdo numeros complexos

Representacéo de

Funcgdes
= F1 e —jlox
1 d 4
|
. < S ".\/L|I|"|il i
b \ = - A r=T] Grafico das coordenadas (espectro)
/ \ i Y | =2k (er—jkwx )
~ »

coordenadas vetores da base
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Representacao de Funcdes

¢ Analisando mais detalhadamente:

— O conjunto dos perfis de intensidades (fungdes
continuas limitadas) constitui um espaco vetorial
(sobre o corpo complexo)

— Pode ser representado através da decomposigéo
em uma base

— O espaco vetorial acima € normado e podemos
definir um produto interno

— Os coeficientes da decomposigao na base
poderao ser obtidos através desse produto
interno

©2007/2008 - J Kogler & R Hirata

Representagao de Funcdes

» No caso dos vetores (geométricos):

V,=v, e,
Xy / \
vetor da base
| componente
1
: coordenada Produto
1 (coeficiente) escalar
e, 1
— =X,
\A
v, = e
V,=v, e, 1 "
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Representagao de Fungdes

» Produto escalar = produto interno

coordenada
N

X, vi=V .e

Regra do produto escalar de
dois vetores:

.U=2 vu

X4 1

€4

V1
componente
— V1 =v, e, A componente é a projegédo de um vetor na diregdo

do outro
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Representagao de Fungdes

* Os vetores que formam a base
— Sao0 néo-nulos
— Tém maddulo unitario (versores)

— Formam um conjunto linearmente independente
= Sao ortogonais (ortonormais-> moédulo unitario)

e . =0
= A quantidade de versores requeridos para formar a

base é igual a dimensdo do espaco a ser gerado
por ela
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Representacao de Funcdes Representagao de Funcdes

+ No caso do espaco de fungdes — As fungdes trigonométricas sen(mwgx) e
cos(nwgx), m,n =1,2,..... podem constituir uma
base para o espago das fungdes

— Consideremos apenas fungdes periodicas, por
enquanto:

= Nesse caso, w, =2mw /T, sendo T o periodo da
fungao a ser representada

j = Exemplo:
— As fungdes trigonométricas sen(mwyx) e e
cos(nwgx), m,n =1,2,..... podem constituir uma [ : o
base para o espaco das fungdes

— E um espago de dimensao infinita
— O numero de fungdes na base sera infinito
também

— As fungdes e(x) da base sao tais que

e(x). e(x)=0
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* Demonstre que

T ! ,c,’-j_-u.(-,rn.w;;:) . r:us('n.w;t:) =0

sin(mwr) e sin(nwx) = §,,,

cos(mwz) & cos(nwr) = Oy,

sendo:

f(@) o glx) =

;,i, L:’ flz)g(z)dx

2x

para (a,b) = (0,T) em que T é o periodo 1" =
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Representacao de Funcdes

* De fato:
— As fungdes trigonométricas sen(mwx) e
cos(nwx), m,n=1,2,..... formam um conjunto

linearmente independente e ortonormal e podem
constituir uma base para o espago das fungdes
com a seguinte regra de produto interno:

f(x)eg(x Tf() flx)g(x)dx

sendo o perlodo

2r

w
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A= 7 ; flx)eos(hwoz)de By =2 [

« E utilizada para representar funcdes periddicas
» Sua forma é:

Ao+ > 1o (Ageos(kwox) + Bysin(kwor))

» Os coeficientes Ak e Bk séo calculados pelo
produto interno da fungéo f(x) a ser
representada, e cada componente da base,
cos(kwyx) e sin(kwgX), respectivamente

fla)sin(kwoa )da
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flz) = Ao+ D= (Arcos(kwox) + Bisin(kwoz))

UT flx)sin(kwoa)da

» O coeficiente A0 é proporcional ao valor médio
da fungéo no seu periodo T

_Tff r)dx T =2

]

Ay = %J"T f(x)cos(kwor)de By =2

* Note que estamos ainda considerando f(x)
periddica.
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» A série de Fourier pode ser representada
por uma série de exponenciais complexas,
langando-se méao das relagdes de Euler:

pcos(kwz) + jpsin(kwz) = pelker

pikwa 4 o—jhws

cos(kw) >

(iju.l.r _(_.—_fku.'.r

sin(kwx) = 5
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» A somatéria da expressao da série
trigonométrica de Fourier pode ser re-
escrito

flx) = lzu + Z;c:1 +(-'iTL-[rJh'u-l' + r‘-”‘"“‘""] + %\[(ﬁriwud' _ (,—.Jf-'-'nw})

Apcos(kwor) By.sin(kuwor)

e Qu, ainda

fla) = 5+ 2, H(B5Prehor 4 AgBuerikar)
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flz) = _iu + i +( Ak —‘j.J'BL pikwor 4 -'h--li)-”& r.—,a’-‘-»'u-r')
- k=1 - -

* Definindo-se

Co=4% C=fB (¢ =4t

e vem:
f(@) = Co+ T3, (Cued™" + Capei™)
e ou,ainda:

[(2) = Cot T2, Cueivt 4+ 523, Cpeibons
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* Resulta, entdo, a forma complexa da série
de Fourier:
o0 .
f (:1:] = 2 O_:,-_t’j ko
k=—nc
* Deduz-se facilmente que:

Ci = %IDT f(x)e k<o dy

 Exercicio: deduza a expressao de C,
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